
LXII Белорусская математическая олимпиада школьников 
III этап 

9- 12 января 2012 года 
8 класс Первый день 

1. Найдите все тройки целых чисел (а, Ь, с), таких, что 
а2Ь + Ь2с + с2а = 23,     ab2 + bс2 + cа2 = 25. 
2.  В 8"А"и 8"Б"классах некоторой школы вместе учится 50 школьников, более 10 школь-
ников в каждом классе. Подводя итоги учебы за год, директор школы заметил, что средне-
годовая оценка по математике у каждого ученика 8"А"одна и та же, причем весьма 
высокая, В 8"Б"классе также среднегодовая оценка по математике одна та же у всех 
учащихся этого класса, но заметно ниже, чем в 8"А"классе. Однако, после некоторых 
вычислений директор обнаружил, что можно перевести несколько школьников из 
8"А"класса в 8"Б"класс и столько же школьников из 8"Б"класса в 8"А"класс так, что 
среднегодовые оценки по математике в этих классах выровняются: средняя оценка 
учащихся 8"А"класса станет равна средней оценке учащихся 8"Б"класса. (Среднегодовая 
оценка одного или нескольких школьников определяется как сумма всех их оценок за год, 
деленная на количество этих оценок, т. е. не обязательно является целой.) 
Определите, сколько школьников из одного класса нужно перевести в другой класс, чтобы 
среднегодовые оценки по математике в этих классах выровнялись. 
3.  Внутри треугольника ABC отмечена точка М, расстояния от которой до сторон АВ и ВС 
равны соответственно 3 и 1. 
Найдите расстояние между точками М и С, если АВ = 13, АС = 12, ВС = 5. 
4.   Внутри   треугольника    ABC    взята   точка    О    и   соединена   отрезками    с   его 

вершинами. Около каждого из отрезков АВ, ВС, АС, О А, ОВ, ОС 
записали по числу. Оказалось, что для каждой точки А, В, С и О 
сумма чисел, которые записаны на отрезках, выходящих из этой 
точки, одна и та же для любой из этих точек. Известно, что около 
каких-то трёх отрезков записаны числа 1, 2 и 3. Найдите числа, 
которые записаны около остальных трёх отрезков. 
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1. Три действительных числа a, b и с удовлетворяют условиям 
а3 + b3 + с3 + 5abc = 2,     (а + b + c)(ab + bc + сa) = 2.  
Докажите, что одно из этих чисел равно сумме двух других. 
2. Положительные попарно различные действительные числа а, b, с таковы, что 
квадратные уравнения     аx2 + bx + с = 0   и      (b + 3а)х2 + (с — b)х + а — с = О    имеют 
по два различных корня, причём сумма всех четырёх корней этих уравнений равна их 
произведению. 
Найдите меньший корень второго из этих уравнений. 
3.  ВМ,  СК,  CN   - медианы треугольников ABC,  CBM,  СКМ соответственно. Р и Q -- 
точки пересечения стороны АВ с прямыми CN и СК соответственно. 
Найдите отношения АР : PQ и AQ : QB. 
4.  На рёбрах куба нужно расставить двенадцать чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 и 
некоторое действительное число г (по одному числу на каждом ребре, и все эти числа 
должны быть расставлены), так, чтобы сумма чисел, которые стоят на рёбрах, выходящих 
из любой вершины куба, была одна и та же для каждой вершины. 
При каком наибольшем г это можно сделать? 
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Первый день 
1. Три действительных числа a, b и с удовлетворяют условиям 

 
Докажите, что одно из этих чисел равно сумме двух других. 
2. Различные натуральные числа b и с, большие 1, таковы, что каждое из 
уравнений х2 + bх + с = 0 и (b — 1}х2 + (2с — b}х + (с — 36)  = 0 имеет 
по два различных корня, причём сумма всех четырёх корней этих 
уравнений равна половине их произведения. 
Докажите, что корни первого из этих уравнений являются целыми 
числами. 
3. Пусть М — точка пересечения медиан ВВ1 и СС1 треугольника AВС. 
Может ли радиус вписанной в треугольник ВВ1С окружности быть 
равен радиусу окружности, вписанной в треугольник ВМС1 ? 
4. На каждом ребре треугольной пирамиды записано по одному числу. 
Докажите, что следующие утверждения а) и б) равносильны: 
а)  для каждой вершины пирамиды сумма чисел, которые записаны на 
рёбрах, выходящих из этой вершины, одна и та же для любой вершины; 
б)  для каждой грани пирамиды сумма чисел, которые записаны на 
рёбрах этой грани, одна и та же для любой грани. 
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1.  Сумма четырех положительных чисел равна 22, сумма всех их попарных 
произведений равна 105, а произведение этих четырех чисел равно 64. 
Докажите, что квадратный корень из одного из этих чисел равен сумме 
квадратных корней из остальных трех чисел. 
2.  Найдите все действительные числа а, при которых существует функция f, 
заданная на множестве всех действительных чисел и принимающая 
действительные значения, такая, что при любом действительном х 
справедливо равенство 

 
3.  Пусть М   - точка пересечения медиан АА1,  ВВ1,  СС1 треугольника ABC. 
Докажите, что радиус вписанной окружности треугольника АВВ1 равен 
радиусу вписанной окружности треугольника ВМС тогда и только тогда, 



когда радиус вписанной окружности треугольника СВВ1 в два раза больше 
радиуса вписанной окружности треугольника ВМС1. 
4.  На рёбрах куба нужно расставить двенадцать чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6,  7, 8, 9, 
10, 11 и некоторое действительное число r (по одному числу на каждом 
ребре, и все эти числа должны быть расставлены), так, чтобы сумма чисел, 
которые стоят на рёбрах, выходящих из любой вершины куба, была одна и та 
же для каждой вершины. При каком наименьшем r это можно сделать? 
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5.  Найдите все пары целых неотрицательных чисел а и b, для которых 
выполняется равенство 2a — 6b = 2012. 
6.  В остроугольном треугольнике ABC точка М •- середина стороны ВС, а 
точки N и H --основания высот, проведенных к сторонам АВ и АС 
соответственно. Известно, что <NMH =<ABC и АС = 8 см. 
Найдите длину отрезка NH. 
7. Можно ли натуральные числа от 1 до 99 расставить по кругу так, чтобы 
а)  сумма любых двух соседних чисел равнялась простому числу; 
б)  модуль разности любых двух соседних чисел равнялся простому числу ? 
(Имейте в виду, что число 1 не является простым.) 
8. На шашечной доске 10 х 10 расставлены 15 черных и 15 белых шашек так 

как показано на рисунке. За один ход можно передвинуть две 
шашки одного цвета на незанятые соседние по диагонали 
клетки (в любом направлении, т. е. разрешается ходить и 
назад). Бить шашки нельзя. 
Можно ли с помощью таких ходов поменять местами все 
белые шашки со всеми черными ? 
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5. Из девяти цифр 1, 2,..., 9 составили несколько чисел так, что каждая цифра 
была использована ровно один раз и ровно у одного числа. Пусть S — сумма 
составленных чисел. 
Какое наименьшее значение может принимать  |S — 2012| ? 
6.  В остроугольном треугольнике ABC точка М -- середина стороны ВС, а 
точки N и H - основания высот, проведенных к сторонам АВ и АС соот-
ветственно. Известно, что <NMH = <AHN и NH = 4,5 см. 
Найдите длину стороны АС. 
7. Можно ли натуральные числа от 1 до 100 расставить по кругу так, чтобы 
а)  сумма любых двух соседних чисел равнялась простому числу; 



б)  модуль разности любых двух соседних чисел равнялся простому числу ? 
(Имейте в виду, что число 1 не является простым.) 
8.   На  доске   7x8   расставлены   9   черных   и   9   белых   фишек  так 

как показано на рисунке. За один ход можно передвинуть (в 
любом направлении) две фишки одного цвета на незанятые 
соседние по стороне клетки. 
Можно ли с помошыо таких ходов поменять местами все 
белые фишки со всеми черными ? 
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5. Докажите, что если действительные числа х, у и z принадлежат отрезку [0; 
1], то справедливы неравенства 

 
 
6. Известно, что пять простых чисел р, q, г,  s, t, удовлетворяют равенствам 

 
Найдите, какие значения может принимать число t. (Число называется про-
стым, если оно имеет только два различных делителя — само число и 1. 
Число 1 не является простым.) 
7. В треугольнике ABC медианы АК и CN пересекаются в точке М, Р -
середина отрезка NB. Отрезок ВМ пересекает отрезки KN и КР в точках Т и Q 
соответственно. 
Докажите, что если <САК = <BCN, то четырехугольник NTQP вписанный. 
8.  Города страны соединены сетью дорог. Известно, что для любых двух го-
родов существует круговой маршрут, проходящий по дорогам страны и 
связывающий эти два города. 
Докажите, что для любых трех городов Л, 5, С можно проехать из города А в 
город С, по пути посетив В и проезжая по каждой дороге и через каждый 
город не более одного раза. 
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5. Докажите, что если положительные числа а, 6, с удовлетворяют 
неравенству 



 
 
6.  Найдите все (не обязательно различные) простые числа p. q, r, 
удовлетворяющие равенству 

р6 + 24 = q4 + r7. 
7. Пусть продолжение медианы АК остроугольного треугольника ABC 
пересекает его описанную окружность в точке D. Точку пересечения отрезка 
A.D с прямой, параллельной BD и проходящей через С, обозначим через Р, 
основание перпендикуляра, опущенного из С на АВ, - через H. 
Докажите, что точки В, К, Р и Н лежат на одной окружности. 
8.  Города страны соединены сетью дорог. Известно, что через какой-бы из 
городов ни запретить проезд, все равно из любого из оставшихся городов 
можно будет попасть в любой другой из оставшихся (возможно, проезжая 
черездругие города). 
Докажите, что для любых трех городов А, В, С можно проехать из города А в 
город С, по пути посетив В и проезжая по каждой дороге и через каждый 
город не более одного раза. 
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