
Òðåòèé ýòàï ðåñïóáëèêàíñêîé îëèìïèàäû ïî ó÷åáíîìó ïðåäìåòó "Ìàòåìàòèêà"

2020/2021 ó÷åáíûé ãîä

LXXI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

8 êëàññ

1. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x, y è z óäîâëåòâîðÿþò äâîéíîìó ðàâåíñòâó
(x− 3)(y + 3) = (y − 3)(z + 3) = −12.

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ (x− 1)(z + 1).

Îòâåò: −4.

2. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è CD òðàïåöèè ABCD îòìåòèëè òî÷êè K
è L ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òîKL ‖ BC. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òîDK ‖ LB.
Èçâåñòíû äëèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè: AD = 49 è BC = 9.

Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KL.

Îòâåò: KL = 21.

3. Â êàæäîé ÷¼ðíîé êëåòêå øàõìàòíîé äîñêè ñèäèò æóê. ×åðåç êàæ-
äóþ ñåêóíäó êàæäûé æóê ïåðåïîëçàåò â ñîñåäíþþ ïî âåðøèíå (íî íå ïî
ñòîðîíå) êëåòêó. Â îäíîé êëåòêå ìîãóò íàõîäèòüñÿ íåñêîëüêî æóêîâ.

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî æóêîâ ìîæåò ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îêàçàòü-
ñÿ â îäíîé êëåòêå?

Îòâåò: 16.

4. Íà ñòîëå ëåæàò 2020 ôèøåê. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü äâå
èëè òðè ãðóïïû ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì ôèøåê â íèõ è îáúåäèíèòü
âûáðàííûå ãðóïïû â îäíó (âíà÷àëå åñòü 2020 ãðóïï ïî îäíîé ôèøêå).

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ãðóïï ìîæíî ïîëó÷èòü, ñäåëàâ íåñêîëü-
êî õîäîâ?

Îòâåò: 3.

8 êëàññ. 1 òóð. Âàðèàíò 1. Áëàíê äëÿ æþðè.



Òðåòèé ýòàï ðåñïóáëèêàíñêîé îëèìïèàäû ïî ó÷åáíîìó ïðåäìåòó "Ìàòåìàòèêà"

2020/2021 ó÷åáíûé ãîä

LXXI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

9 êëàññ

1. Â ïåðâîé ÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàí ãðàôèê ôóíê-

öèè y =
2

x
. Íà í¼ì îòìå÷åíû òî÷êè B1, B2 è B3, ñóììà àáñöèññ êîòîðûõ

ðàâíà 20, à ñóììà îðäèíàò ðàâíà 21. Òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû (2; 2).
Íàéäèòå ñóììó AB1 + AB2 + AB3.

Îòâåò: 35.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ:

[x]{x}+ 2x = {x}+ 9.

(Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, à ÷åðåç {x} � åãî
äðîáíàÿ ÷àñòü; {x} = x− [x].)

Îòâåò: 3,75; 4,2.

3. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è CD òðàïåöèè ABCD îòìåòèëè òî÷êè
K è L ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî KL ‖ AD. Èçâåñòíî, ÷òî AD = 9, BC = 4
è KL = 6. Îòðåçêè BL è CK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , à îòðåçêè AL è
DK � â òî÷êå T .

Îïðåäåëèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ, â êîòîðîì îòðåçîê
KL ìîæåò äåëèòü îòðåçîê PT .

Îòâåò: 1 : 1.

4. Â ôóòáîëüíîì òóðíèðå êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé ðîâíî
ïî îäíîìó ðàçó. Ïî îêîí÷àíèè òóðíèðà âûÿñíèëîñü, ÷òî âñå êîìàíäû íà-
áðàëè ðàçíûå êîëè÷åñòâà î÷êîâ, à êîìàíäà, çàíÿâøàÿ ïîñëåäíåå ìåñòî,
ïðîèãðàëà ìåíüøå ìàò÷åé, ÷åì êîìàíäà-ïîáåäèòåëü òóðíèðà.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êîìàíä ìîãëî ó÷àñòâîâàòü â òóðíèðå?
(Â ôóòáîëå êîìàíäà, âûèãðàâøàÿ ìàò÷, ïîëó÷àåò òðè î÷êà, ïðîèãðàâøàÿ
� íóëü, à â ñëó÷àå íè÷üè îáå êîìàíäû ïîëó÷àþò ïî îäíîìó î÷êó.)

Îòâåò: 6.

9 êëàññ. 1 òóð. Âàðèàíò 1. Áëàíê äëÿ æþðè.
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LXXI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

11 êëàññ

1. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó y = x2 â òð¼õ òî÷êàõ: A, B è C,
ïðè÷¼ì â òî÷êå C êàñàòåëüíûå ê ýòèì ïàðàáîëå è îêðóæíîñòè ñîâïàëè.

Ïðîåêöèÿ îòðåçêà AB íà îñü àáñöèññ ðàâíà 2.
Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà ACB.

Îòâåò: 90◦.

2. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî

2a + 2b2 = 3c + 67.

Îòâåò: a = 2, b = 6, c = 2.

3. Íà âûñîòå AH îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êàX.

Ïðÿìûå BX è CX ïåðåñåêàþò ñòîðîíû AC è AB â òî÷êàõ B1 è C1,

ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà P � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B

íà ïðÿìóþ HC1, à òî÷êà Q � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû

C íà ïðÿìóþ HB1.

Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà PQH ïðîõîäèò

÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû BC.

4. Â ãðóïïå èç 2020 ÷åëîâåê êàæäûé ïîñëàë ïî îäíîé îòêðûòêå êàæ-

äîìó ñâîåìó çíàêîìîìó èç ýòîé ãðóïïû. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê

ïîëó÷èë íå áîëåå òð¼õ îòêðûòîê è äëÿ êàæäîãî ÷åëîâåêà âñå åãî çíàêîìûå

ïîëó÷èëè ðàçëè÷íûå êîëè÷åñòâà îòêðûòîê.

Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïîñëàííûõ îòêðûòîê.

Îòâåò: 4038.

11 êëàññ. 1 òóð. Âàðèàíò 1. Áëàíê äëÿ æþðè.



Третий этап республиканской олимпиады по учебному предмету "Математика"
2020/2021 учебный год

LXXI Белорусская математическая олимпиада школьников

10 класс

1. На координатной плоскости нарисован график функции y =
2

x
.

В первой четверти координатной плоскости на нём отмечены точки A1,
A2, . . . , A20, а в третьей — C1, C2, . . . , C21. Известно, что сумма абсцисс
точек A1, A2, . . . , A20 равна модулю суммы ординат точек C1, C2, . . . , C21,
а сумма ординат точек A1, A2, . . . , A20 равна модулю суммы абсцисс точек
C1, C2, . . . , C21. Точка B имеет координаты (−2;−2).

Найдите разность

(BA1 +BA2 + . . .+BA20)− (BC1 +BC2 + . . .+BC21).

Ответ: 82.

2. Решите уравнение 8x2 − 67 = 3y − 2z в натуральных числах x, y, z.
Ответ: x = 3, y = z = 2.

3. Саша и Влад играют в игру на координатной плоскости. Вначале
Саша отмечает любые три целочисленные точки (т. е. точки, у которых
обе координаты — целые числа). После этого ходит Влад. За ход Влад
выбирает две из трёх имеющихся точек и поворачивает одну из них во-
круг другой на 90◦ в произвольном направлении. Влад выиграет, если ему
удастся за несколько ходов добиться того, что какие-то две из трёх точек
совпадут. Если же Влад не сможет этого сделать, то побеждает Саша.

Кто из мальчиков имеет выигрышную стратегию, позволяющую ему
выиграть независимо от действий другого?

Ответ: Влад.

4. Внутри равностороннего треугольника ABC отметили точку D так,
что площадь треугольника ABC равна

√
3

8
(AD2 +BD2 + CD2) +

3

4
AD ·BD.

Найдите угол ADB.
Ответ: 150◦.

10 класс. 1 тур. Вариант 2. Бланк для жюри.
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LXXI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

8 êëàññ

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 4k! + 1 = (2n! + 1)2 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ k è n.

Îòâåò: k = 2, n = 1 èëè k = 3, n = 2.

2.Íà êëåò÷àòóþ äîñêó ðàçìåðà 8×8 âûêëàäûâàþò áåç íàëîæåíèé óãîë-
êè âèäà , îáðàçîâàííûå òðåìÿ êëåòêàìè (óãîëîê ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü
íà óãîë, êðàòíûé 90◦, ãðàíèöû óãîëêîâ èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè).

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü íà äîñ-
êå, ÷òîáû áîëüøå íè îäíîãî óãîëêà âûëîæèòü áûëî íåâîçìîæíî?

Îòâåò: 11.

3. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD óãîë ADC òóïîé. Èç òî÷êè A îïóñòèëè
ïåðïåíäèêóëÿð AH íà ïðÿìóþ CD, à èç òî÷êè C îïóñòèëè ïåðïåíäèêóëÿð
CE íà ïðÿìóþ AD. Ïðÿìûå AH è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå HE è BK ïåðïåíäèêóëÿðíû.

4.Íàçîâ¼ì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ÷èñåë 1, 2, . . ., 3n íà òðîéêè (a1, b1, c1),
(a2, b2, c2), . . . , (an, bn, cn) õîðîøèì, åñëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a1 = b1 + 2c1 − 1, a2 = b2 + 2c2 − 1, . . . , an = bn + 2cn − 1.

Íàéäèòå âñå õîðîøèå ðàçáèåíèÿ, ñ÷èòàÿ ðàçáèåíèÿ, êîòîðûå îòëè÷à-
þòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ òðîåê, îäèíàêîâûìè.

Îòâåò: Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå õîðîøåå ðàçáèåíèå, ñîñòîÿùåå èç òðî-
åê (2n+ k, 2n− k + 1, k), 1 6 k 6 n.

8 êëàññ. 2 òóð. Âàðèàíò 1. Áëàíê äëÿ æþðè.
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LXXI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

9 êëàññ

1. Öåíòðîì òÿæåñòè ìíîãîóãîëüíèêà, íàðèñîâàííîãî íà êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé ðàâíû ñðåäíåìó àðèô-
ìåòè÷åñêîìó ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà.

Ìîæíî ëè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàòü äâà îäèíàêîâûõ ìíî-
ãîóãîëüíèêà, ó êîòîðûõ íåò îáùèõ òî÷åê, íî ñîâïàäàþò öåíòðû òÿæåñòè?

Îòâåò: Äà, ìîæíî.

2. Âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ ïðÿìûì óãëîì ïðè
âåðøèíå C ïîñòðîèëè äâå îêðóæíîñòè ðàâíîãî ðàäèóñà òàê, ÷òî îíè: êà-
ñàþòñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå Q, êàñàþòñÿ ãèïîòåíóçû AB, à òàêæå, îäíà èç
íèõ êàñàåòñÿ êàòåòà AC, à äðóãàÿ � êàòåòà BC. Íà êàòåòå BC îòìåòèëè
òî÷êó P , äëÿ êîòîðîé ∠PAB = 45◦.

Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé PQ è ãèïîòåíóçîé AB.

Îòâåò: 90◦.

3. Íàçîâ¼ì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ÷èñåë 20, 21, . . . , 23n−1 íà òðîéêè
(a1, b1, c1), (a2, b2, c2), . . . , (an, bn, cn) õîðîøèì, åñëè êàæäûé èç êâàäðàò-
íûõ òð¼õ÷ëåíîâ

a21x
2 + b1x+ c41, a22x

2 + b2x+ c42, . . . , a2nx
2 + bnx+ c4n

èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.
Íàéäèòå âñå õîðîøèõ ðàçáèåíèÿ, ñ÷èòàÿ ðàçáèåíèÿ, êîòîðûå îòëè÷à-

þòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ òðîåê, îäèíàêîâûìè.

Îòâåò: Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå õîðîøåå ðàçáèåíèå, ñîñòîÿùåå èç òðî-
åê (22n−k, 22n+k−1, 2k−1), 1 6 k 6 n.

4. Àöòåêñêèì äèàìàíòîì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ôèãóðà íà êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ, öåíòðû êî-
òîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó |x| + |y| 6 n. Íà ðèñóíêå
ñïðàâà èçîáðàæ¼í àöòåêñêèé äèàìàíò ïîðÿäêà 4.

Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü àöòåêñêèé äèàìàíò ïîðÿäêà 2020 íà
ôèãóðêè âèäà , ñîñòîÿùèå èç ÷åòûð¼õ êëåòîê. (Ôèãóðêè ìîæíî âðà-
ùàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü, íî íåëüçÿ íàêëàäûâàòü äðóã íà äðóãà.)

Îòâåò: íåò.

9 êëàññ. 2 òóð. Âàðèàíò 1. Áëàíê äëÿ æþðè.
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11 êëàññ

1. Íà äîñêå çàïèñàíû 20 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îêàçàëîñü,
÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ òð¼õ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êóáîì, à ïðîèçâå-
äåíèå ëþáûõ ñåìè ÿâëÿåòñÿ ñåäüìîé ñòåïåíüþ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ïðîèçâåäåíèå âñåõ 20 ÷èñåë.

Îòâåò: (20!)21.

2. Âèòÿ âûáðàë n > 3 äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an. Äîêàæèòå,
÷òî Ìàøà ìîæåò ó íåêîòîðûõ èç âûáðàííûõ ÷èñåë ïîìåíÿòü çíàê íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé, ïîëó÷èâ íîâûé íàáîð b1, b2, . . . , bn, òàê ÷òî îäíîâðåìåííî
áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

b1(bn + b2) 6 0, b2(b1 + b3) 6 0, . . . , bn(bn−1 + b1) 6 0.

3.Ìîæíî ëè íà ñòîðîíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà îòìåòèòü ïÿòü
îòëè÷íûõ îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà òî÷åê òàê, ÷òîáû îíè ÿâëÿëèñü âåðøè-
íàìè âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî âñå äèàãîíàëè ðàâíû?

Îòâåò: íåò.

4.Íà êëåò÷àòóþ äîñêó ðàçìåðà 9×9 âûêëàäûâàþò áåç íàëîæåíèé óãîë-
êè âèäà , îáðàçîâàííûå òðåìÿ êëåòêàìè (óãîëîê ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü
íà óãîë, êðàòíûé 90◦, ãðàíèöû óãîëêîâ èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè).

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü íà äîñ-
êå, ÷òîáû áîëüøå íè îäíîãî óãîëêà âûëîæèòü áûëî íåâîçìîæíî?

Îòâåò: 14.

11 êëàññ. 2 òóð. Âàðèàíò 1. Áëàíê äëÿ æþðè.



Òðåòèé ýòàï ðåñïóáëèêàíñêîé îëèìïèàäû ïî ó÷åáíîìó ïðåäìåòó "Ìàòåìàòèêà"

2020/2021 ó÷åáíûé ãîä

LXXI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

10 êëàññ

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 4 · (a!)2 = b! + 4 · a! â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ a è b.

Îòâåò: a = 3, b = 5.

2. Äàí îñòðûé óãîë è òî÷êà K âíóòðè íåãî. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî ëåæàùèõ âíóòðè ýòîãî óãëà òî÷åê L òàêèõ, ÷òî ÷åðåç òî÷êè K è L
ìîæíî ïðîâåñòè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, îòñåêàþùèå îò óãëà òðåóãîëüíè-
êè, ïëîùàäü îäíîãî èç êîòîðûõ â 2 ðàçà áîëüøå ïëîùàäè äðóãîãî.

Îòâåò: çàøòðèõîâàííîå íà ðèñ. 1 ìíîæåñòâî, êîòîðîìó íå ïðèíàäëå-
æàò òî÷êè åãî ãðàíèöû, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê K1 è K2; òî÷êè K1 è K2

O

K1

K2

Ðèñ. 1

ëåæàò íà ëó÷å OK (O � âåðøèíà äàííîãî óãëà)
è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì OK1 =

√
2OK è

OK =
√
2OK2, à ó÷àñòêè ãðàíèöû çàøòðèõîâàííîãî

ìíîæåñòâà ëåæàò íà ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ñòîðîíàì äàííîãî óãëà.

3. Äàí êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí p(x) ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì
åäèíèöå. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì äåéñòâèòåëüíîì a â ðÿäó ÷èñåë

p
(
p(a)+a

)
, p

(
p(a+1)+a+1

)
, p

(
p(a+2)+a+2

)
, . . . , p

(
p(a+9)+a+9

)
ñðåäè ëþáûõ òð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ åñòü íóëü.

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ðàçíîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà p(x).

Îòâåò: 4.

4.Íà êëåò÷àòóþ äîñêó ðàçìåðà 7×7 âûêëàäûâàþò áåç íàëîæåíèé óãîë-
êè âèäà , îáðàçîâàííûå òðåìÿ êëåòêàìè (óãîëîê ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü
íà óãîë, êðàòíûé 90◦, ãðàíèöû óãîëêîâ èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè).

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü íà äîñ-
êå, ÷òîáû áîëüøå íè îäíîãî óãîëêà âûëîæèòü áûëî íåâîçìîæíî?

Îòâåò: 8.

10 êëàññ. 2 òóð. Âàðèàíò 2. Áëàíê äëÿ æþðè.
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