
Третий этап республиканской олимпиады по учебному предмету «Математика»
2022/2023 учебный год

8 класс

2-й вариант

1-й тур = 1-й день

8.1. Обозначим через аЪс трехзначное число, составленное из цифр а, Ъ, с. 
Найдите всевозможные числа аЪс такие, что ~abc = -а+ Ьс

Ответ: 127. [l27 = - l  + 27]

Решение: Т.к. bc = abc+a:, 100<а£с<999, 1 < а < 9 ,т о  Ш < ЬС <1008.
Поэтому, если& = 2 ,то  Ю 1<2С <1008, значит, с = 7,8,9;
если & = з , то с = 5; 6;
если Ь = 4, то с = 4;
если &~5, то с-3;4;
еслиЬ~6>то с~3;
если ^ -  у , то с = 3;
если ъ = 8, то с = 3;
если£ = 9 , то с = Ъ,
Т.к. 100а + 10& + c = - a  + Z?%T0 bc-b c  = lQla делитсяна 101. 
Рассматривая вышеуказанные пары чисел Ъ и с получаем, что Ьс -Ьс

делится на 101 при

То есть,101а=Ьс-Ьс = 27- 2 7  = 101, а = 1. Итак, ^  = 127.

8.2. В четырехугольнике ABCD диагонали АС и BD пересекаются в точке О, 
причем И О = ОС = AJB, (2D = 2-ОВ, Найдите длину стороны CD, если 
известно, что длина стороны ВС равна 1.

Ответ: 1.

Решение. Пусть ABCD - четырехугольник, который удовлетворяет 
условиям задачи. Тогда треугольник ИЗО равнобедренный. Проведем 
А Н -  биссектрису угла В АО, Она же высота и медиана, т.е. ВН = НО, 
Опустим из С перпендикуляр на B D . Треугольники АНО и CEO равны 
по гипотенузе и острому углу. Откуда следует, что НО = ОЕ. Но так как 
OD = 2ВО, то
ED = 0 D -0 E  = 2 B 0 -0 E  = 4 H 0 -0 E = 4 0 H -0 H  = 30H ^B E , х.е. в
треугольнике BCD отрезок СЕ - высота и медиана. Следовательно, 
треугольник BCD -  равнобедренный, и  ВС — CD -1 .
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8 класс. 1 тур [теоретический]. Вариант 2. Бланк для жюри Страница 1



8.3. Сколько решений в целых неотрицательных числах имеет уравнение 
х  + 2у + 4z = 1000?

Ответ: 62750.

Решение: z может принимать значения от 0 до 250. Тогда х + 2у = 1000 
-  4z, причем х обязательно четно, т.е. х  = 2р, откуда 2р + 2у = 1000 -  4z, 
или р + у = 500 -  2z.

При каждом р от 0 до 500 -  2z неизвестная у принимает 
единственное значение. Таким образом, при каждом z от 0 до 250 
существует 500 -  2z решений. Осталось просуммировать значения 0 + 2 
+ 4 + 6 + ... + 500 = 0,5(500+2)-250 = 62750.

8.4. Из пункта А  в пункт В выехал велосипедист. Весь путь разбит на три 
участка. Известно, что длина первого в 8 раз больше длины второго. 
Определите среднюю скорость движения велосипедиста на всем пути, 
если известно, что она равна скорости движения на третьем участке, на 4 
км меньше скорости движения на первом участке и на 26 км больше 
половины скорости движения на втором участке.

Ответ: 36 км/ч.

Первое решение (<основано на определении общего времени движения). 
Решение. Пусть искомая скорость движения —х км/ч, расстояние AB=S 
км, длина первого участка равна 8у, второго — у, третьего — (S~9y).
Время, затраченное велосипедистом на весь путь равно Т = S/x9 время, 
затраченное на прохождение первого участка -  Ц = 8у/(х+4), второго 
участка - t 2 = у/{2х-52)} третьего участка -  (S-9y)/x, Тогда

S _ S y  у S -  9у— —-------- j-------------1--------- -
х х +4 2х~ 52 х

Преобразовывая и упрощая это выражение, получим квадратное 
уравнение относительно переменной х, положительным корнем 
которого является х ~ 36 км/ч.

Второе решение (основано на определении средней скорости).
Воспользуемся обозначениями из первого решения. Средняя скорость 
движения и скорости на первом и втором участках равны:

АВ S *x = vm = ---- ■ = ------------, где Т - t  + t  -общ ее время движения.
* Т tt +t2+t3 1 2 3

V, = х + 4 1 = j
1 1 х -ь 4
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v. = 2 х —52 5 а L~
2х -  52

Тогда

9v + Z Z 9у v  0л: = v = —  ------- = — = — — , где Z -  длина третьего участка. Здесь
ср Ч + Ч + Ч L tT + 12

последнее равенство следует из очевидных соображений:
X9y + Z)t = Z(t + t2 + f4).

Отсюда х = 9у
8у У

или, после упрощений х2 + 16х-1872  = 0.

х + 4 2х -  52
Последнее уравнение имеет два корня: х=36 и х=-52.

Последнее уравнение имеет единственное положительное решение 
х = 36.
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Третий этап республиканской олимпиады по учебному предмету «Математика»
2022/2023 учебный год

9 класс

2-й вариант РЕШ ЕНИЯ

1-й тур = 1-й день

9.1. ab двузначное число, составленное из цифр а, Ъ. Найдите всевозможные 
числа аЬ такие, что ab’b a - а3 + (а + b f .

Ответ: 91. ( [9 М 9  = 93 + (9 + 1)31 )

Решение:
(10а + Ъ) • (УЬЬ + а) = а3 = (а + (а  -Ь &)) ■ {а2 -  а (а + b) + (a+ bf^j~

= (2а + Ь)'{а2 +ab + b2f  то 10а2 +101аЬ+10&2 делится на a2'+ab+b2,
следовательно, 91аЬ делится на a 2 +ab+b2, поскольку 
(l0a2+101a^ + 10Z72) -1 0 - ( a 2+aZ?+b2) = 91a^

Пусть ^ = ПОП (a; lb), a -  dm, Ъ = <7я, тогда iTOD (яг; и) = 1.

Т.к. 91 {dm) ■ (<7я) делится на {dm f • (dm) {dn) 4- { d n f , то 91яш делится 
на т + тп + я2.

Т.к. HOD (яг; я) = 1, то HOD{тп;т2 +тп + и2) = 1, значит, 91 делится на 

т 2 + т я  + я \  следовательно, т 2 + тяя+ я2 = 7  или 13 или 91.

, , Гт = 1 Гт = 2
Если т  +тп+п =7, то < шм <

|я  = 2 |я  = 1

\т — 1 Гтп = 3
Если т2 +тп + пг = 13, то < zaza -I

[я = 3 [я = 1

2 2 fw = 1 \т —  9 Гяг = 5 Г яг = 6
Если m н-ягя+я = 91, то ч гага ч гага ч гага ч

I я  = 9 I я = 1 1 я — 6 1 я = 5

Т.к. (10а + Ъ) • (106 + а) = а 3 + (а + &)3, то

(lOfim + <2я) (10<7я + <im) = { d m f  + { d { m  + r i f f , значит, 

j  (10яг + я) ■ (10я 
яг3 + (яг + я
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Если т = 1, п = 2, то d  = 9, значит, 6 = 18 > 9 ?! 

Если т = 2, н = 1, то d  = 7,2 - противоречие. 

Если m = 1, и = 3, то d -  6,2 - противоречие.

31
Если m = 3, и = 1, mo d — — ~ противоречие.

1729Если т = 1, га = 9, то d ---------- противоречие
1001

Если т = 9, п ~ 1, то d = 1, значит, а ~ 9 , Ъ ~  1.

Если т = 5, л = 6, т о  <7 =
3640
1456

- противоречие.

Если т = 6, п -  5, т о  ^  = 3640
1547

- противоречие.

9.2. На стороне треугольнике АС треугольника АВС взяты точки Х\, Х2, Х2, 
Х4, через которые проведены прямые параллельные сторонам СВ и АВ 
соответственно. Первые 4 из этих прямых пересекают сторону АВ в 
точках А\, А2, А3, А4 (при этом получаются отрезки Х\А\, Х2А2, Х3А3, 
Х4А4), а остальные пересекают сторону СВ в точках С\, С2, Сз, С4 (при 
этом получаются отрезки Х\СЪ Х2С2, Х3С3, Х4С4), Найдите площадь 
треугольника АВС, если известно, что площади треугольников, 
получающихся при пересечении сторон АВ, ВС и названных отрезков 
равны соответственно S\t S2, 53> 54, S$.

Ответ: S = + + +

Решение: {приведено для случая произвольного п, ср. аналог в варианте 
для 10 класса). Обозначим площадь треугольника АВС через 5, длину 
стороны АС через Ъ, а длины соответствующих сторон «маленьких 
треугольников» Ъх, Ь2, Ъп, Ьп+1 (см. рисунок при п = 4)). Ввиду 
параллельности соответствующих прямых и равенства соответствующих 
Зилов все упомянутые треугольники подобны.

Но тогда: k =  x i  h 
b ~ \ s

2 _ rt-f-l л-f-l
b V 5 ' b "V 5 

bx +b2 +b3 + ...+Ья+1 — В, и суммируя эти равенства, получаем:

и учитывая, что

к + ь
b b

^ L _ 1 _  й- i+ ^ .+ . . .  + ̂ - = l  = J =  + + ...+ /1+1
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откуда:

9.3. Сколько решений в целых неотрицатеь^ ы х числах имеет уравнение

л: + 2у + 2z + At -  20?

Ответ: 161.

Решение: t может принимать значения от 0 до 5. Тогда х  + 2у + 2z =20  
-  4t, причем х обязательно четно, т.е. х = 2р, откуда 2р + 2у + 2z = 20 -  
4t, или +  у  ч  z =  10 -  2 t

Теперь следует выяснить количество способов разложить 10 -  2t шаров 
по 3 коробкам, причем некоторые могут быть пустыми. Можем 
обозначить шары цифрой 0, а перегородки между коробками -  цифрами 
1. Имеем 10 -  2t нулей й 2 единицы. Всего 12 -  2t цифр. Необходимо 
выяснить, сколько существует способов расставить две 1 на 12 — 2t

(12 -  2г) • (11 -  2t) , Л . лпозиции, т.е. ----------- -------- - вариантов при t от 0 до 5. Окончательно

имеем сумму: 0,5*(12*11 + 10-9 + 8*7 + 6-5 + 4-3 + 24) = 66 + 45 + 28 + 15 
+ 6 + 1 = 161.

9.4. Из пункта А в пункт В выехал велосипедист. Весь путь разбит на пять 
участков. Известно, что длина второго в 8 раз больше длины четвертого. 
Определите среднюю скорость движения велосипедиста на всем пути, 
если известно, что она равна скорости движения на нечетных участках, 
на 4 км меньше скорости движения на втором участке и на 26 км больше 
половины скорости движения на четвертом участке.

Ответ. х=3 6 км/ч.
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Первое решение (основано на определении общего времени движения).
Пуста искомая скорость движения -  х  км/ч, расстояние АВ= S км. Тогда длина второго 
участка равна 8у, четвертого -у, а сумма длин первого, третьего и  пятого участков -  (S-9y). 
Время, затраченное велосипедистом на весь путь равно Six; затраченное на прохождение 
второго участка -  8у/(х+4); четвертого участка -  у/(2х-52); первого, третьего и пятого 
участков вместе -  (S-9y)/x. Тогда

S = 8у | у [ S - 9у
х  х  4- 4  2 х  — 52 д  

или, после упрощений, х 2 + 1 6 х  — 18 7 2  =  0 .
Последнее уравнение имеет единственное положительное решение х  = 36.

Второе решение (основано на определении средней скорости).

Воспользуемся обозначениями из первого решения. Средняя скорость движения и 
скорость на втором и четвёртом участках равны;

ЛВ S
х  ~  = ----- = ---------------, где Т  = t + L  -f -  общее время движения.

* Т  t  + t2 + tA

v 2 =  х  +  4 , а
8у

х  +  4  ’

v =  2 х  -  5 2 , a t  = ----------- .
4 2х-52

Тогда
9 y  + Z  Z  9 у

х  =  v = --------------=  — = ----------, где Z — общая длина нечетных участков. Здесь
* t + t2 + tA t t2 + tA

последнее равенство следует из очевидных соображений: (9у  +  Z ) t  —Z { t  + 12 +  tA) .

9 у
Отсюда х  = —т--------------------  или, после упрощений х  + 1 6х  —1872  — 0 . Последнее

— Z_ + --- У  
;с +  4  2 х  -  52

уравнение имеет единственное положительное решение х  — 36.
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Третий этап республиканской олимпиады по учебному предмету «Математика»
2022/2023 учебный год

10 класс

2-й вариант

1-й тур — 1-й день

10.1. Сколько решений в целых неотрицательных числах имеет уравнение 
л +  3 у + 9^ = 900?

Ответ: 15150.

• Решение: z может принимать значения от 0 до 100. Тогда х + Зу = 900 -  9z, причем х 
обязательно кратно 3, т.е. х = Зр, откуда Зр + Зу = 900 -  9z, или р + у = 300 -  3z.

При каждом р от 0 до 300 — 3z неизвестная у принимает единственное значение. 
Таким образом, при каждом z от 0 до 100 существует 300 -  3z решений. Осталось 
просуммировать значения 0 +  2 + 4 + 6 + ...+  500 = 0,5(500+2)250 = 15150.

10.2. Человек шел домой вверх по течению ручья со скоростью в 1,5 раза 
большей, чем скорость течения. В руках у него были шляпа и палка. Он 
бросил в ручей шляпу, перепутав ее е палкой, и продолжал идти с той же 
скоростью некоторое время. Вскоре он заметил ошибку, швырнул в 
ручей палку и побежал назад со скоростью вдвое большей, чем шел 
вперед. Догнав плывущую шляпу, он мгновенно выудил ее из воды, 
повернулся и пошел вверх по течению с первоначальной скоростью. 
Через 10 мин человек встретил плывущую по ручью палку. На сколько 
минут раньше он пришел бы домой, если бы не перепутал шляпу с 
палкой?

Ответ: 37,5 мин.
Решение. Пусть и -  скорость течения реки (и соответственно шляпы и палки по 
воде), тогда скорость человека вверх по течению -  1,5м, вниз по течению -  3и. Пусть 
человек, бросившись в погоню за шляпой, сделал зарубку на дереве, а когда догнал 
ее, то сделал вторую зарубку. Расстояние между зарубками обозначим а. Потерянное

а а 2авремя складывается из движения в одну сторону t -  —  и в  другую ------- — , т. е.
Ъи 1,5и Ъи

равно — (очевидно, иФ§).  Однако это расстояние а, с одной стороны, равно 
и

а = 3ut (t -  время возвращения),

а с другой стороны, складывается из следующих участков движения (рис. 17): А — 
движение палки по течению за время t возвращения человека за шляпой; В — 
движение палки навстречу человеку в течение 10 мин; С — движение человека после 
поворота до встречи с палкой в течение 10 мин, т. е. а = ut+и • 10 мин+ 1,5м -10 мне

ut и 40 мин 1,5и-10мин
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Итак, имеем систему

а = 3ut, 
а - ut+25u.

Откуда легко получаем: — = 37,5 мин.и

10.3. На стороне треугольнике АС треугольника АВС взяты тонки X h Х2, ..., 
Хп, через которые проведены прямые параллельные сторонам СВ и АВ 
соответственно. Первые п из этих прямых пересекают сторону АВ в 
точках Аь А2, ..., Ап (при этом получаются отрезкиХ\А\, Х2А2, ..., XfiAn), 
а остальные пересекают сторону СВ в точках C%, С2, Сп (при этом 
получаются отрезки Х\Си Х2С2, ..., ХпСп), Найдите площадь
треугольника АВС, если известно, что площади треугольников, 
получающихся при пересечении сторон АВ, ВС и названных отрезков 
равны соответственно Su S2> . . Sn, Sn+i.

Ответ: = л/ ^  + л/ ^  + .» + > /5 ^

Решение. Обозначим площадь треугольника АВС через S, длину 
стороны АС через Ъ , а длины соответствующих сторон «маленьких 
треугольников» bv Ь2, Ъъ, Ь п, Ьп+1 (см. рисунок при п = 4)). Ввиду
параллельности соответствующих прямых и равенства соответствующих 
углов все упомянутые треугольники подобны.

Но тогда: IK К=К IX
Ъ i s ’ b i  S ’ ъ i s ’

и учитывая, что

Ъг +Ъ2 +Ь3 -ь...+Ьп+1 -  В, и суммируя эти равенства, получаем:
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10.4. Найдите функции fix) и g(x), удовлетворяющие системе уравнений: 

/ ( 2х +1) + 2 xg (2л +1) = 4л,

2 л + 1 2 л + 1 ■
/ ( - -----г) + §(~-----г) = 2л - 1

2л -  Г ' 2 л — Г

Ответ. / (я) =
2 -  2л  ̂
л — 1 9 g(x)

2х
л - 1

Реш ение. Сделаем в первом уравнении замену 2л+1 = t, а во 
2л+ 1

втором
2 л - 1

= t. Тогда исходная система преобразуется к виду:

7 ( 0  + ( f - l ) ’ * ( 0  = 2 f -2 >

V ( 0 + g ( 0 “ ^ 2 - 1
ч ? 1

Решая эту систему получим искомые функции; проверка 
показывает, что они удовлетворяют системе.
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Третий этап республиканской олимпиады по учебному предмету «Математика»
2022/2023 учебный год

11 класс

1-й тур = 1-й день

2-й вариант

11.1. Сколько решений в целых неотрицательных числах имеет уравнение

х  + Ъу + 3z + 9w -  45?

Ответ; 321.

Решение: w  может принимать значения от 0 до 5. Тогда х  + 32у + 3z = 45 -  9w, 
причем х обязательно кратно 3, т.е. х  = Зр, откуда Зр + Зу + 3z = 45 — 9w, или р  + у 
+ z -  15 —3w.

Теперь следует выяснить количество способов разложить 15 -  3w шаров по 3 
коробкам, причем некоторые могут быть пустыми. Можем обозначить шары цифрой 
0, а перегородки между коробками -  цифрами 1. Имеем 15 — 3w нулей и 2 единицы. 
Всего 17 -  3w цифр- Необходимо выяснить, сколько существует способов расставить

1 ^  о ( 1 7 - 3 w K 1 6 - 3 w )
две 1 на 1 7 '-  3w позиции, т.е. ---------------------------- вариантов при w от 0 до 5.

Окончательно имеем сумму: 0,5-(17* 16 + 14*13 + 11*10 + 8*7 + 5*4 + 2-1) = 136 + 91 + 
55 + 28 + 10 + 1= 321.

11.2. Найдите функции fix) и g(x), удовлетворяющие системе уравнений:

Г /  (2х + 2) + 2g(4x + 7) = х - 1,

\f(x  - 1) + g(2x+ 1) = 2х

О твет./(х) = 0,5*(7х+12), g(x) ~ -0,25*(Зх+7).
Решение. Сделаем в первом уравнении системы замену 2х+2 = Д а во втором замену 
х—1 = t. Из исходной системы получим:

J/ (0  + 2g(2£ + 3) = (f-4)/2,
\ f ( f )  + g{2x + 3) = 2x + 2

Из последней системы находим: f(f) = 0,5-(7z+12), g(2t + 3) = 0,5*(-3t -  8)s 
возвращаясь к переменной х  получаем ответ.
Проверка подтверждает, что полученные функции удовлетворяют исходной 
системе.

11.3. Дан острый угол и точка К  внутри него. Постройте прямую, 
проходящую через точку К  и отсекающую от угла треугольник 
наименьшей площади.
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Решение. Пусть дан угол MOL и точка К  внутри него. Через точку К  проведем 
прямые, параллельные сторонам угла, и обозначим ОА = а, OB = Ъ (см. рис.).

Пусть прямая I проходит через точку К  и 
пересекает стороны ОМ и  OL угла в точках Г и  U 
соответственно. Тогда площадь треугольника

TOU будет равна —ТО * OU ■ sin tp , где ср -

величина угла MOL. Если положить

АТ -  х, BU = у , то ST0U — — {а + х){р + y)sin ср,
2

Заметим, что треугольник АТК  подобен 
треугольнику BUK, поэтому BUIAK = ВК/АТ 
или у/Ъ = а/х. Отсюда находим, что у — аЬ/хг и,

следовательно,

1ч—STOu — “ О* + + ” “ 5̂П1Ф — ^  + X)

Так как (b$i& q>)/2 = const, то остается исследовать на минимум функцию

(  а \  а2S(x) = {а + х) 1ч—  = 2а ч- х Ч---- , х > 0.
V х)  . х

Заметим, чтох  + o'/х  = а(х/а +а/х) > 2а, причем равенство достигается п р и х ~  а.
сА +(Или по-другому: имеем У(х) =1 — =- = — — ( х -  а) . Таким образом, У'(х) = 0 при х  =
X X

а, и  производная при переходе через точку а меняет знак с «-» на «+».)

Следовательно, х  = а -  точка минимума этой функции.

Построить треугольник наименьшей площади можно следующим образом: на 
стороне ОМ угла откладывается отрезок АТ -  ОА. Прямая ТК -  искомая.

11.4. Два бегуна стартуют из одной точки кольцевой дорожки стадиона, 
третий бегун стартует одновременно с ними в том же направлении из 
диаметрально противоположной точки. Пробежав три круга, третий 
бегун впервые после старта до-шал второго. Через 2,5 мин после этого 
первый бегун впервые догнал третьего. Сколько кругов в минуту 
пробегает второй бегун, если первый обгоняет его один раз каждые 6 
мин?

Ответ: 1 круга в минуту.

Решение. Обозначим vi, уг, гз — скорости первого, второго и третьего бегунов 
соответственно; за начало отсчета примем момент старта. Время будем измерять в 
минутах, а расстояние — в кругах (скорость соответственно — в круг/мин). Условия задачи 
здесь четко разделены и их можно представить в виде системы (математической модели):

1) Уз • fi -  3 (круга) Й  — момент, когда третий бегун догонит второго);
2) уг * h -  2,5 (круга);
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3) vi * (?i + 2,5) = уз - (t\ + 2,5) + 0,5 (через 2,5 мин первый догонит третьего, т. е. 
пробежит на полкруга больше);

4) 6vi = 6v2 + 1 (за каждые б мин первый пробегает на круг больше второго). 
Необходимо найти V2.
Из 1) и 2) имеем: 5гз = 6г2* Выражая t\ из 1) и  подставляя в 3), получаем

И + 2,5
^ 3

— 2,5тз + 3,5.

После упрощений получаем следующую систему:

5v3 = 6v2,
< 6vi = 6v2 +1,

2
6vi + 5v]T3 = 7v3 + 5v3,

которую решаем методом подстановки неизвестных гз и  vi из первых двух уравнений в 
третье. Таким образом, получаем

f 1
6v2 +14- 6v2 v2 н—  — 7 • — v2 +  5 

V 6J 5

6v2 +  7v2 - 5  = 0 ,

откуда имеем два корня: v2 =  — или v2 =  —  . Отрицательный корень не подходит по
2 3

смыслу задачи.
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Третий этап республиканской олимпиады по учебному предмету «Математика»
2022/2023 учебный год

8 класс
2-й вариант

2-й тур = 2-й день
8.5. Пусть на плоскости даны 26 различных точек с целыми координатами. 

Докажите, что существует отрезок, соединяющий какие-то две данные 
точки, и на котором лежит не менее пяти точек с целыми координатами 
(может быть, отличных от заданных точек).
Схематическое решение. При делении на пять возможны пять остатков 
-О , 1, 2, 3, 4. При делении абсцисс точек на 5 возможны пять остатков, 
при делении ординат точек на 5 так же возможны пять остатков, значит, 
различных пар остатков, полученных при делении обеих координат 
точек на 5 будет всего 5* 5=25. Поэтому среди 26 данных точек найдется 
по крайней мере 2 точки, обе координаты которых при делении на 5 
дают равные остатки, т.е. имеют вид: МХ(5Д + rx; Sl2 + r2);M2(5mx + 
+rx; Sm2 + г2). Точки, делящие отрезок МХМ2 на пять равных частей, 
будут иметь целые координаты.

8.6. Демонологу для призыва демона требуется найти такое наибольшее 
простое числом, что простым окажется и число 2023р -  99124.
Помогите ему это сделать.
Ответ: 7.
Решение. Так как р -  3 не подходит, ибо тогда значение выражения 
2023 / -  99124 < 0 и не может быть простым числом, то р  не делится на- о /Ч
3. Значит, при делении на 3 число р  дает в остатке 1, число 2023р также 
дает в остатке 1, а число 2 0 2 3 / -  99124 дает в остатке 0. Значит, 
простым число 2 0 2 3 /-  99124 может быть только, если 2023 / -  99124 
= 3. Тогда 2023/ = 99127, /  = 49, р  = 7.

8.7, a) AJBCD — трапеция (AZ>||jBC, AD > ВС). М  — середина стороны АВ.
Обозначим площадь треугольника AMD через Sb  а площадь$
четырехугольника MB CD -  через S2. Докажите, что 1 < — < 3.

б) ABCD -  трапеция (AD |[ ВС, AD > ВС). М -  точка на луче ВА такая, что 
АВ:АМ = п Обозначим площадь треугольника AMD через Slf а площадь 
четырехугольника MBCD — через S2. Определите все возможные 
значения, которые может принимать отношение площадей S2: St .

Ответ, б) при 1 < п < 2 — е (п — 1; 2п — 1) U (п + 1; 2n + 1);

п р и п > 2  — е ( п — l ;2 n  + 1).■Si
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Решение, а) Пусть ВС = at AD — ха, где х > 1, высота МК, опущенная: из 
вершины М треугольника AMD -  h. Тогда высота трапеции ABCD -  ВН 
= 2h, поскольку МК -  средняя линия треугольника АВН. Отсюда

2h = а ■ (х + 1),S2 = Sjmcj) -  = а ■(* + ! ) -Я  — ~ 1$ABCD —
xah oM f  .  ^ * 4  г г - !—  = — (x + 2). Тогда

X 2
S1

— 1 H— .
X  X

Hox>  0, т.е, ~  > 1. Далее, поскольку x >1, то -  < 2 <  3.
б) Пусть ВС = a, AD = ха, где x > 1 M  на стороне AB, высота МК, 
опущенная из вершины М  треугольника AMD -  h. Тогда высота
трапеции ABCD -  ВН = nh. Отсюда S± = , SABCD = • nh =

= ah(x + 1) | ,S2 = SARCD -  S1 = 2 *  (x + 1 )  -  ^  ±  ((x + l ) n  +  n).
Тогда

S2 x(n  — 1 )+ n  . , n^  = ' -----= n - 1  + - .

Ho x > 0, т.е. Is- > n  — 1. Далее, поскольку x >1, то -  < n  и. — < 2n — 1.
*^1 x Si

n
Покажем, что для любого е (n — 1; 2я  — 1) уравнение -~ ~ k  имеет 
решение.

х(п  — 1) + п
— к<г^ х(п  — 1) + п  = хк  о  х(к  — п + 1) =  п +*

п к -  1
х =

— n + 1 к — п + 1
— 1 > 0,т.к.& > п  — 1.

Это показывает, что все значения отношений площадей из указанного 
интервала достижимы.
Пусть теперь М на продолжении стороны ВА за точку А, Проводя все те 
же выкладки, что и выше, получим Р  = —n+1)+- = n + 1 + \  Значит,X X

s2
71 + 1 <С ”  < 2n + 1.

Как и выше показывается, что все указанные значения достижимы. 
Отсюда получаем
Ответ: при 1 < п  < 2  — е (п — 1; 2п — 1) U (п + 1; 2n +  1); 

при п > 2 — е (п — 1; 2n -f 1).■Si
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8.8. Про высший совет магов известно два факта:
1) каждый член высшего совета дружит ровно с девятью другими 
членами высшего совета;
2) для любых девяти членов высшего совета найдется десятый, который 
дружит с каждым из этих девяти.
Какое максимальное число магов может быть в высшем совете магов? 
Ответ: 10.
Решение. Десять быть может, если каждый член высшего совета дружит 
с каждым.
Покажем, что не может быть И. Допустим противное, и в высшем 
совете имеется не менее 11 магов. Тогда среди них найдется двое Xi и 
Х2, не дружащих друг с другом. Выберем девять членов высшего совета 
магов Хь Х2, Хз, X4, Х5, Хб; Х7, Xg, Хд. Согласно факту 2 найдется член 
высшего совета Y, который дружит с Хь Х2, Х3, Хь Х5, Хб, Х7, Xs, Х9. И 
точно также найдется член высшего совета Z, который дружит с Хь Y, 
Хз, Хь Х5, Хб, Х7, Xg, Хд. Заметим, что Z не может быть Х2, так как Х2 не 
дружит с Хь Получили, что Y нашлось 10 друзей среди членов высшего 
совета -  это Хь Х2, Х3, Х4, Х5, Х6, Х7, Х8, Х9 и Z. Противоречие первому 
факту, значит, предположение неверно и в высшем совете не имеется 11 
магов.
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Третий этап республиканской олимпиады по учебному предмету «Математика»
2022/2023 учебный год

9 класс
2-й вариант

2-й тур = 2-й день
9.5. Положительные числа хъ х2, хп таковы, что х% + х2 + ... + хп = 1. 

Докажите, что 2 2 2 1
2хп + Зхх 122хг + Зх2 2х2 + Зх3

Решение. Заметим, что 

Ь. Действительно,

а 2а -  Ъ>
2 а + ЪЪ 12 для любых положительных а й

а2 2а — Ъ 12а2 -  4а2 -  4ab + ЪЪ2
2а + ЗЬ 12 12(2а + ЪЪ)

Поэтому

8а2 -  АаЪ + ЪЪ1 (2а -  b f  + 4а2 + 2Ь:
12(2а + ЪЪ)

X

12 (2а + ЪЪ)

X
2х + 3х„ 2х, -ьЗх,

х
2х + Зх

>0.

>

> 2Х1 -  Х2 + 2Х2 ~ Х3 + + 2Хп ~ ХЛ _  + -  + Х„
12 12 12 12 12

что и требовалось доказать.
9.6. Пусть на плоскости даны 50 различных точек с целыми координатами. 

Докажите, что существует отрезок, соединяющий какие-то две данные 
точки, и на котором лежит не менее семи точек е целыми координатами 
(с учетом концевых точек; при этом все эти семь точек не обязательно 
входят в число заданных).
Схема решения. Поскольку с учетом «концевых точек» отрезок должен 
содержать еще пять точек с целыми координатами, то всего на отрезке 
будет 7 «целочисленных» точек. При делении на семь возможны семь 
остатков -  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. При делении абсцисс точек на 7 возможны 
семь остатков, при делении ординат точек на 7 так же возможны семь 
остатков, значит, различных пар остатков, которые можно полученных 
при делении обеих координат точек на 7 будет всего 7x7=49. Поэтому 
если точек будет 50, то среди этих 50 точек найдется по крайней мере 
две точки, обе координаты которых при делении на 7 дают равные
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остатки, т.е. имеют вид: + г\\ 1U + r2), M2(Jmi + г\\ 1т2 + г2).
Точки, делящие отрезок М2М2 на семь равных частей, будут иметь 
целые координаты.

9.7. На сторонах АВ ж АС равностороннего треугольника АВС взяты точки Е  
и D соответственно так, что AD:DC = ВЕ'.ЕА = 1:2. Пусть F - точка 
пересечения отрезков BD и CF. Докажите, что прямые AF  и СЕ 
пересекаются под прямым углом.
Решение. По условию задачи точки Е  и D на сторонах правильного

т
треугольника АВС выбраны так, что BE-AD-—AE.

Повернем треугольник АВС вокруг точки А на угол 120°. В результате 
получим еще один правильный треугольник АВ\С\ (через Въ С\ и Ег мы 
обозначаем образы точек В, С и Е при указанном преобразовании, рис.

1). Очевидно, отрезки В\А ж АС будут лежать на одной прямой.
Заметим, что ЬАВС = ЬВ\С\А. Отсюда BD = С\Е\ и BD | | . Но 

отрезок С\Е\ получен из отрезка СЕ в результате поворота на угол 120°, 
поэтому угол между отрезками BD и СЁ в исходном треугольнике АВС 
также равен 120°. Отсюда следует, что вокруг четырехугольника AEFD 
можно описать окружность.

1 2Пусть АВ=а, тогда AD = -a, АЕ = -а. Применив к треугольнику AED

последовательно теорему косинусов (это позволяет выразить через а 
длину отрезка ED) и теорему, обратную теореме Пифагора, приходим к 
заключению, что ED J_ АС.

Следовательно, в окружности, описанной вокруг четырехугольника 
AEFD, АЕ -  диаметр. Но тогда ZAFE = 90° как вписанный и 
опирающийся на диаметр, т. е. AF А СЕ.

9.8. Про высший совет магов известно два факта:
1) каждый член высшего совета дружит ровно с десятью другими 
членами высшего совета;
2) для любых десяти членов высшего совета найдется 11-тый, который 
дружит с каждым из этих десяти.

с
Рис.1
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Какое максимальное число магов может быть в высшем совете магов? 
Ответ: И.
Решение. Одиннадцать быть может, если каждый член высшего совета 
дружит с каждым.
Покажем, что не может быть 12. Допустим противное, и в высшем 
совете имеется не менее 12 магов. Тогда среди них найдется двое Xi и 
Х2, не дружащих друг с другом. Выберем десять членов высшего совета 
магов Хь Х2; Х3, Х4, Х5, Хб, Х7, Х8, Х9, Хю. Согласно факту 2 найдется 
член высшего совета Y, который дружит с Xi, Х2, Х3, Х4, Х$ъ Х6) Х7, Xg, 
Х9, Хю. И точно также найдется член высшего совета Z, который дружит 
с Хь Y, Х3, Х4, Х5, Хб; Х7, Х8, Хд, Хю- Заметим, что Z не может быть Х2, 
так как Х2 не дружит с Хь Получили, что Y нашлось И друзей среди 
членов высшего совета -  это Хь Х2, Х3, Х4, Х5, Хб, Х7, Х8, Х9, Хю и Z. 
Получили противоречие первому факту, значит, предположение неверно 
и в высшем совете не имеется 12 магов.
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10.5. Докажите, что при всех неотрицательных действительных значениях а, 

Ъ, с выполняется неравенство:
а3 + 64Ъъ + 729с3 > 6a\bc)m  + 48 Ъ2(ас)т + Ш<?{аЪ)ш.

Решение. Как известно, (а-Ъ )2 > 0. Отсюда получаем два очевидных неравенства:

a2+b2 >2ab (*)
и

a 2 - a b + b 2 >ab.  (**)

Применим эти неравенства к доказательству предложенного, но для удобства 
сделаем следующие замены:

а = х2, 4Ъ = у2, 9с = z2
6 6 6 |3  3Тогда исходное неравенство равносильно х +  у  + z  > xyz\x + у  + z  j .

Теперь, используя (**), имеем

х6 + у6 = (х2 + у 2 )(х4 - х 2 у2 + / ) *  {х 2 + у 2 У у 2 .

Аналогично

*6 +z6 = {х2 + г2){х* - * V  +z4)> (х2 + z2)x2z2
И

6 , 6  ( 2 , l \ (  4 2 2,  4r\^( 2 , l \  2 '2
у + z =\У + z ду - у  z +z +z )у z .

Складывая последние три неравенства и используя (*), получаем

l ( x 6+ y 6 +  z 6) > x 4(y2 + z 2) + y 4(x2 + z 2) + z 4(x2 + у 2)>> x 4 - 2yz + у4 * 2xz + z4 * 2xy.
Отсюда

X6 ~h у 6 ~hZ6 > ?Cyz(x3 + y 3 4-Z3).

10.6. Пусть P(x)  -  многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что если 
Р(а) = Р(Ь) = Р(с) = P(d) -  р , где а, Ъ, с и d — различные целые числа, р -  
простое число, то многочлен Р(х) не имеет целых корней.

Решение. Рассмотрим сначала многочлен, равный Р(х) — р  с целыми 
коэффициентами, который имеет различные целые корни а, Ь, с и с/. Тогда 
Р (х )  — р =  (х — а)(х — Z?)(x — с )(х  — <£)<2С*0 , где Q(x) -  многочлен с целыми 

коэффициентами.
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Для того чтобы показать, что у многочлена 0(х) целые коэффициенты 
участникам достаточно проанализировать последовательное деление «столбиком» 
-многочлена Р(х) - р  на приведенные линейные двучлены (х -  а), (х — Ь) и т.д.

Допустим теперь, что многочлен Р(х) имеет целый корень у. Тогда Р(у) =  0, а 
— Р — (.У ~~ а )(.У ~  Ь)(у — с) ( у  — d ) Q ( y )  . Заметим, что хотя бы четыре из пяти 

множителей в правой части различные: { у — а ) ,  ( у  — Ъ) ,  (у  — с) и (у  — d ) . Но в
этом случае (даже если некоторые из этих множителей могут равняться «1», « -1»и  
«£>») равенство невозможно. Значит многочлен Р(х) не имеет целых корней.

10.7. Пусть на плоскости даны 2023 различных точек с целыми 
координатами. Докажите, что существует отрезок, соединяющий какие- 
то две данные точки, и на котором лежит не менее 44 точек с целыми 
координатами (с учетом концевых точек; при этом все эти 44 точки не 
обязательно входят в число заданных).

Схема решения. Поскольку даже с учетом «концевых точек» отрезок должен 
содержать 44 точки с целыми координатами, то всего на отрезке будет 7 
«целочисленных» точек. При делении на 44 возможны 44 остатка —0, 1, 2, 3 , 4 3 .  
При делении абсцисс точек на 44 возможны 44 остатка, при делении ординат точек 
на 44 так же возможны 44 остатка, значит, различных пар остатков, которые можно 
полученных- при делении обеих координат точек на 44 будет всего 44x44 = 1936. 
Поэтому если точек будет 2023, то среди них найдется по крайней мере две точки, 
обе координаты которых при делении на 44 дают равные остатки, т.е. имеют вид: 
М \(44k + ?ь 44/2 + Гг), M2(44mi + Г\\ 4 4 т 2 + ТУ). Точки, делящие отрезок М1М2 на 
44 равные части, будут иметь целые координаты.

10.8. Про высший совет магов известно два факта:
1) каждый член высшего совета дружит ровно с 2022 другими 

членами высшего совета;
2) для любых 2022 членов высшего совета найдется 2023-й, который 

дружит с каждым из этих 2022.
Какое максимальное число магов может быть в высшем совете магов?

Ответ: 2023.
Решение. 2023 быть может, если каждый член высшего совета дружит с каждым. 
Покажем, что не может быть 2023. Допустим противное, н в высшем совете имеется 
не менее 2023 магов. Тогда среди них найдется двое Xj и Х2, не дружащих друг с 
другом. Выберем 2022 членов высшего совета магов Хь Х2) Хз, ..., X202i, Х2о22. 
Согласно факту 2 найдется член высшего совета Y, который дружит с Х ь Х2, Х3, 
X2o2i, Х2022- И точно также найдется член высшего совета Z, который дружит с X i, Y, 
Хз, Х2о2ь Х2022- Заметим, что Z не может быть Х2, так как Х2 не дружит с Хь 
Получили, что Y нашлось 2023 друга среди членов высшего совета -  это Хь Х2, Хз, 
..., Х2о2Ь Х2022и Z. Получили противоречие первому факту, значит, предположение 
неверно и в высшем совете не имеется 2023 магов.

ТТЦЦ'ЛИ и

10 класс. 2 тур (теоретический). Вариант 2. Бланк для жюри Страница 2



11 класс
2-й вариант

2-й тур = 2-й день
11.5. Докажите, что при всех неотрицательных действительных значениях а, 

Ь, с выполняется неравенство:
64а3 + Ъ4ЪЪ3 + 729с3 > 48а2(7Ьс)1Д + 294b2(ac)m + 162c\lab)m . 

Решение. Как известно, (а -  b)2 > 0. Отсюда получаем два очевидных неравенства:

а 2 + Ъг > 2 аЪ

Третий этап республиканской олимпиады по учебному предмету «Математика»
2022/2023 учебный год

Е
а 2 -a b  + b2 > аЪ.

т

Применим эти неравенства к доказательству предложенного, но для удобства 
сделаем следующие замены:

4а =  х2, 1Ъ = у2, 9с = г2.
б б 6 [ з 3' 3iТогда исходное неравенство равносильно х + у  + я > xyz\x + у  + л  ).

Теперь, используя (**), имеем

х + У6 = {х2 +  У2){х4 - * У  + / ) >  {л2 + у2У у 2 •

Аналогично

и

6 , 6  ( 2 , гУ 4 2 2 ,  4У / 2 , 2 2х  -bz = у с  + г  )\х —x z  + z  J > \x  + z  pc z

У6 + z6 = (у2 + z2 ) ( /  -  / z 2 + z4)> (у2 + z2)y V .
Складывая последние три неравенства и используя (*), получаем

2^хб + у 6 + яб) > х 4(у2 4-я2) + у 4(х2 + z 2) + z 4(x2 + у 2)>

> х4 * 2yz + у4 ■ 2xz + г4 * 2ху.
Отсюда

х б + у б + z 6 > xyz{xJ + у 3 +  г 3).

11.6. Пусть а2, /ц, Ь2 — действительные числа, которые удовлетворяют 
соотношению ща2 = 2(bj +b2) . Докажите, что уравнение

4 4 9х +(aj +^2 )х -\-{aia2 +b\ +b2)x +{a\b2 + a2b\)x+bib2 =0
имеет по крайней мере один действительный корень.
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Решение основано на разложении:

а о 9
X +  +  а 2 ^х + + Д).*: +  (^1^2 Т ^2^1 ~

2 2 — (х  +  £?i[х  +  Z?̂ ) * (х  +  ^2^ + Z?2 )■

Пусть Д  = Д  — 4Ьг е  D2 = а2 — 4Ь2 -  дискрименанты данных двух квадратных 
трёхчленов. Тогда их сумма равна

Д  + Д  = Д  — 4Д + &2 — 4Ь2 — ср + Oj — 4(Z?1 + Z?2) = бД + и2 — 2а: д2 — (ср и2 )2 > 0. 
Откуда и следует, что по крайней мере один из дискриминантов неотрицателен и у  
соответствующего квадратного уравнении есть действительные корни.

11.7. Четыре окружности 2?ь 2?2s -̂ з> -#4 расположены в одной плоскости так, 
что окружность j52 касается окружности В\, окружность В3 касается 
окружности В2, окружность В4 касается окружности В$, окружность В\ 
касается окружности В4. Все окружности касаются друг друга внешним 
образом. Докажите, что все четыре точки касания лежат на одной 
окружности.

Решение. Пусть Ог,О2,Os, ОА — центры соответствующих окружностей. Обозначим 
точки касания окружностей Bj и В2, В2 и В3, В2 и В4, В4 и В\ через К, L, М, N  
соответственно. Необходимо доказать, что четырехугольник KLMN вписанный.

П ервое реш ение. Проведем через точки К, L, М  и N  касательные, общие к 
соответствующим парам окружностей, -  к, /, т , п (рис. 1).

Треугольник 0\KN  равнобедренный ( ВОгШ  = ZOpsfK ), поэтому углы, 
образованные отрезком KN  с прямыми к и п, равны между собой. Обозначим их 
величину через а. Аналогично обозначим величины углов, которые образуют 
отрезки KL, LM и MN  с соответствующими касательными, через (3, у и 6 (рис. 1).

Для того чтобы четырехугольник был вписанным в окружность, необходимо и
достаточно, чтобы суммы
против о лежащих углов его были равны 
между собой (и равны 180°). А это 
условие, очевидно, выполняется для 
четырехугольника KLMN , ибо

ZNKL + ZLMN — ZKIM +ZMNK = a.+$±y + b.

11 класс. 2 тур (теоретический). Вариант 2, Бланк для жюри Страница 2



Второе реш ение.  Четырехугольник KLMN вписанный, если (и только если) 
серединные перпендикуляры к его сторонам пересекаются в одной точке. Однако 
серединные перпендикуляры к сторонам KN, KL, LM и MN  являются биссектрисами 
углов NO\K, K 0 2L, LO3M  и MO4N  соответственно (рис. 2).

Осталось заметить, что так как 0 10 2 + 0 Ъ0 4 = 0 20 3 + 0 40 ] = ~R1 +R2 +R3 +R4 (R\, 
i?2* Л3, ^4 -  радиусы окружностей Ль Л2, Лз, Л4 соответственно), то четырехугольник 
О1О0О3О4 является описанным, и поэтому его биссектрисы пересекаются в одной 
точке.

11,8. Про высший совет магов известно два факта:
1) каждый член высшего совета дружит ровно, с п другими членами 
высшего совета;
2) для любых п членов высшего совета найдется (тг+1)-й, который 
дружит с каждым из этих п.

Какое максимальное число магов может быть в высшем совете магов?

Ответ: п+1.
Решение. п+\ быть может, если каждый член высшего совета дружит с каждым. 
Покажем, что в совете не может быть (н+2)-го мага. Допустим противное, и в 
высшем совете имеется не менее (п+2)—х магов. Тогда среди них найдется двое X i 
и Х2, не дружащих друг с другом. Выберем п членов высшего совета магов Х ь Х2, 
Хз, Х„_1 X ft. Согласно факту 2 найдется член высшего совета У, который дружит 
с X i, Х2, Хз, ..., X n-i Х„. И точно также найдется член высшего совета Z, который 
дружит с Хь Y, Хз, ..., Xn-i Х л. Заметим, что Z не может быть Х2, так как Х2 не 
дружит с Хь Получили, что у Y нашлись ( н+1) друг среди членов высшего совета 
-  это Хь Х2, Х3, Х„-1 X п и Z. Получили противоречие первому факту, значит,
предположение неверно и в высшем совете не имеется (п+2) магов.
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