
Республиканская олимпиада по математике 2011г. 
 

8 класс 
8.1. Положительные числа a, b и с таковы, что аb + bс + са = abc. Найдите 
все возможные значения выражения 

 
8.2. Найдите все х, удовлетворяющие уравнению 

 
(Здесь через [у] обозначена целая часть числа у, т.е. наибольшее целое число, 
не превосходящее у.) 
8.3.  а) Докажите, что четырёхугольник является параллелограммом, если его 
диагонали и два отрезка, соединяющих середины противоположных сторон, 
пересекаются в одной точке. 
б) Можно ли утверждать, что выпуклый четырёхугольник является 
параллелограммом, если одна из его диагоналей и два отрезка, соединяющих 
середины противоположных сторон, пересекаются все в одной точке? 
8.4. Дано множество, состоящее из девяти элементов. Нужно так покрасить 
его элементы в два цвета (каждый элемент — в один цвет), чтобы количество 
тех его четырёхэлементных подмножеств, которые содержат элементы обоих 
цветов, было наибольшим возможным. Найдите, чему равно это наибольшее 
значение. 

9 класс 
9.1. Для некоторого квадратного трехчлена f(х) и трёх попарно различных 
действительных чисел а, Ь, с выполнены равенства f(а) = bc,     f(b) = ас,     
f(c) = ab. Найдите значение f(а + b + с). 
9.2. Докажите, что в любом натуральном шестизначном числе, делящемся на 
101, можно поменять местами две цифры так, что получившееся число также 
будет делиться на 101. 
9.3. Точки А1 и В1 отмечены соответственно на сторонах АС и ВС 
треугольника ABC так, что А1В|| АВ. Точки А2 и В2 - основания 
перпендикуляров, опущенных соответственно из точек А1 и В1  на сторону 
АВ. Докажите, что АС = AB2+CB1 если и только если ВС = BA2+CA1. 
9.4. Дано множество, состоящее из восьми элементов. Нужно так покрасить 
его элементы в два цвета (каждый элемент — в один цвет), чтобы количество 
тех его подмножеств, которые содержат элементы обоих цветов, было 
наибольшим возможным. Найдите, чему равно это наибольшее значение. 
 
 



10 класс 
10.1.  Найдите все возможные целые ненулевые числа а, b, с, такие, что два 
различных корня уравнения ах2 + bх + с = 0 являются также и корнями 
уравнения х3 + bх2 + ах + с = 0. 
10.2. Докажите, что для любых натуральных чисел а и b выполнено 
неравенство 

 
10.3. Точки М и N — середины сторон АС и ВС треугольника ABC. Докажите, 
что окружность, проходящая через точки С, М и N. касается стороны АВ 
тогда и только тогда, когда  

. 
10.4.  Какое наименьшее число N четырёхзначных чисел, составленных из 
цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, нужно выбрать, чтобы, какие бы две различные из 
этих цифр ни взять, среди выбранных N чисел найдётся хотя бы одно число, 
содержащее обе эти цифры? 
 

11 класс 
11.1. Действительные ненулевые числа а, b, с (b>0) таковы, что два 
различных корня уравнения ах2 + bх – с = 0 являются также и корнями 
уравнения х3 + bх2 + ах - с = 0. Докажите, что имеет место неравенство 
a) abc> 16; 
б) аbс ≥

108
3125  

11.2. Найдите , где {х}-дробная часть числа х. 
11.3. Точка М - середина стороны АВ остроугольного треугольника ABC, 
точки Р и Q - основания высот АР и BQ этого треугольника. Известно, что 
окружность, проходящая через точки В, М и Р, касается стороны АС. 
Докажите, что окружность, проходящая через точки А, М и Q, касается 
продолжения стороны ВС. 
11.4.  Какое наименьшее число N четырёхзначных чисел, составленных из 
цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, нужно выбрать, чтобы, какие бы две различные из 
этих цифр ни взять, обе эти цифры присутствуют 
а) хотя бы в одном из выбранных N чисел ? 
б*) хотя бы в одном, но не более чем в двух, из выбранных N чисел ? 
 



 
 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 
 



8 класс 
8.5.  Пусть а, b — целые числа. Докажите, что если число 3а2 + 2аb — 2b2 
делится на 7, то число 10а2 + 23аb + 12b2 делится на 49. 
8.6.  У Васи есть п гирек общим весом 300 граммов. Каждая гирька весит 
целое положительное число граммов. При каком наименьшем п можно 
гарантировать, что каков бы ни был набор гирек у Васи, их можно разбить на 
три группы так, что в каждой группе общий вес гирек будет равен 100 
граммов? 
8.7.  На стороне АВ треугольника ABC отмечены точки К и L так, что ∠ACK = 
∠KCL = ∠LCB. Точка М на стороне ВС такова, что ∠МКС =∠BKM. Найдите 
величину угла MLC, если известно, что точка L лежит на биссектрисе угла К 
MB. 
8.8. В клетках таблицы 20 х 20 стоят знаки "+" или "–" (ровно один знак в 
каждой клетке). За один ход разрешается поменять на противоположные все 
знаки, стоящие в клетках некоторого столбца или некоторой строки. В начале 
в таблице стоят семь знаков "–", а в остальных клетках таблицы знаки "+". За 
несколько ходов получена таблица, в которой стоит 47 знаков " - ", а в 
остальных клетках таблицы — знаки "+". Докажите, что в тех клетках, где в 
начальной таблице стояли знаки "–", по-прежнему стоят знаки "-". 

 
9 класс 

9.5. Положительные числа а. b, с таковы, что а2 + b2 + с2 = 3. Докажите, что а 
+ b + с ≥ ab + bc + са. 
9.6. У Васи есть п гирек общим весом 300 граммов. Каждая гирька весит 
целое положительное число граммов. Петя указывает три натуральных числа 
k, l  и m, сумма которых равна 300. При каком наименьшем п можно 
гарантировать, что, каков бы ни был набор гирек у Васи, и какие бы числа ни 
указал Петя, все гирьки можно разбить на три группы так, что в первой 
группе общий вес гирек будет равен k граммов, во второй — l граммов, а в 
третьей — т граммов? 
9.7.  Пусть Р — точка пересечения диагоналей вписанного четырехугольника 
ABCD. На биссектрисах углов APD и В PC отмечены точки К и L 
соответственно, такие, что АР = РК и ВР = PL. Обозначим через М точку 
пересечения прямых АК и BL, a через N — прямых KD и LC. Докажите, что 
прямые KL и MN перпендикулярны. 
9.8. В клетках таблицы 20 х 20 стоят знаки "+" или "–" (ровно один знак в 
каждой клетке). За один ход разрешается поменять на противоположные все 
знаки, стоящие в клетках некоторого столбца или некоторой строки. В начале 
в таблице стоят восемь знаков "–" , а в остальных клетках таблицы — знаки 
"+" . За несколько ходов получена таблица, в которой стоит 50 знаков "–" , а в 
остальных клетках таблицы — знаки " +". 
Докажите, что ровно в одной из клеток, где в начальной таблице стояли 
знаки "–", по-прежнему стоит знак "–". 
 
 



10 класс 
10.5. Найдите все тройки натуральных чисел (x,y,z), удовлетворяющих 
равенству 3x + 7y = 4z. 
10.6. В клетках таблицы 3n х 3n стоят знаки " +" или " – " (ровно один знак в 
каждой клетке). За один ход разрешается поменять на противоположные все 
знаки, стоящие в клетках некоторого столбца или некоторой строки. В начале 
в таблице стоит один знак "–" , а в остальных клетках таблицы — знаки "+". 
За несколько ходов получена таблица, в которой стоит 36 знаков "–", а в 
остальных клетках таблицы — знаки "+". Найдите все возможные значения, 
которые может принимать число n. 
10.7.  Точка М — середина стороны АВ остроугольного неравнобедренного 
треугольника ABC,  H — ортоцентр этого треугольника, a I - центр вписанной 
в треугольник окружности. Докажите, что если точки М, I и H лежат на 
одной прямой, то длина отрезка СH равна радиусу вписанной окружности 
треугольника ABC. 
10.8. На параболе у = х2  отмечены четыре точки А, В, С, D, так, что 
четырёхугольник ABCD — трапеция (AD || ВС, AD > ВС). Пусть m и п — 
расстояния от точки пересечения диагоналей этой трапеции до середин её 
оснований AD и ВС соответственно. Найдите площадь трапеции ABCD. 

 
11 класс 

11.5.  На ветви гиперболы у =1/х, лежащей в первой координатной четверти, 
отмечены точки В и С (абсцисса точки С больше абсциссы точки В). Пусть А 
— точка пересечения прямой, проходящей через начало координат и точку В, 
со второй ветвью гиперболы. Докажите, что угол ВАС равен одному из углов, 
образованных прямой ВС с касательной к гиперболе в точке В. 
11.6. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел n, 
таких что как само число п, так и сумма его цифр S(n) являются квадратами 
некоторых натуральных чисел и в десятичной записи которых 
а) не более одной цифры 0;    б) отсутствует цифра 0. 
11.7. В клетках таблицы п х п стоят знаки "+" или " – " (ровно один знак в 
каждой клетке). За один ход разрешается поменять на противоположные все 
знаки, стоящие в клетках некоторого столбца или некоторой строки. В начале 
в таблице стоят два знака " –" , а в остальных клетках таблицы — знаки "+" . 
За несколько ходов получена таблица, в которой стоит девять знаков "–", а в 
остальных клетках таблицы — знаки "+". Найдите наименьшее и наибольшее 
значения, которые может принимать число п. 
11.8. Пусть I — центр окружности, вписанной в остроугольный 
неравнобедренный треугольник ABC, a Q —точка касания вписанной 
окружности со стороной АВ. На стороне АВ отмечена точка Т. так, что IT||CQ. 
Через точку Т проведена прямая, касающаяся вписанной окружности в точке 
К (отличной от точки Q) и пересекающая прямые СА и СВ в точках L и N 
соответственно. Докажите, что Т — середина отрезка LN. 
 



 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 



 

 


